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部分空間の和
定義 (部分空間の和)

線形空間 V の部分空間 U,W ⊆ V に対して,

U +W := {u+w | u ∈ U,w ∈ W}

と定義される集合を部分空間の和 (sum) という.

例 R3 の部分空間

U =



t

t

0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ t ∈ R

, W =



0

s

0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ s ∈ R


に対して，その和は

U +W =




t

t+ s

0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ t, s ∈ R

.

W

U

x2

x1
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U +W
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部分空間の和の性質
命題 (部分空間の和は部分空間)

部分空間 U,W ⊆ V に対して, それらの和 U +W も部分空間である．

証明 U +W が和とスカラー倍に関して閉じていることを示す．

• x,y ∈ U +W を任意にとる．このとき

x = u1 +w1,

y = u2 +w2

となる u1,u2 ∈ U,w1,w2 ∈ W が存在する．
• ここで，x+ y = (u1 + u2) + (w1 +w2) ∈ U +W であり, 和に関して閉じている．
• また任意の α ∈ R に対して, αu1 ∈ U,αw1 ∈ W なので

αx = αu1 + αw1 ∈ U +W

であり, スカラー倍に関して閉じている. よって U +W は部分空間である.
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和の基底

部分空間の和の基底は, 元の部分空間の基底とどのような関係にあるのか?

• 部分空間 U,W ⊆ V に対し，U ∩W も部分空間 (各自確認せよ).

• U ∩W の基底を v1,v2, . . . ,vm とする.

• v1,v2, . . . ,vm にいくつかのベクトルを加えて, U,W それぞれの基底を構成する:

U の基底 : v1,v2, . . . ,vm,u1,u2, . . . ,us,

W の基底 : v1,v2, . . . ,vm,w1,w2, . . . ,wt.

• このとき, 基底の和集合

v1,v2, . . . ,vm,u1,u2, . . . ,us,w1,w2, . . . ,wt

は U +W の基底になっている. (詳細は次ページ)
部分空間の和の基底は元の基底の和集合
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和の基底の作り方
命題 (和の基底は基底の和集合)

部分空間 U,W ⊆ V の基底の和集合

v1,v2, . . . ,vm,u1,u2, . . . ,us,w1,w2, . . . ,wt

は U +W の基底である.

証明の方針

• U +W 上の任意のベクトルが上記のベクトルの線形結合で表されるのは明らか.
上記のベクトルの組が線形独立であることを示す．

• ai, bi, ci ∈ R として, 次が成り立つことを示す:

r∑
i=1

aivi +
s∑

i=1

biui +
t∑

i=1

ciwi = 0 =⇒


ai = 0 (i = 1, 2, . . . ,m),

bi = 0 (i = 1, 2, . . . , s),

ci = 0 (i = 1, 2, . . . , t).

(1)
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証明

•
r∑

i=1

aivi +
s∑

i=1

biui +
t∑

i=1

ciwi = 0 とする. このとき

r∑
i=1

aivi +
s∑

i=1

biui = −
t∑

i=1

ciwi. (2)

• よって両辺は U ∩W の元であり, 式 (2) の右辺は
U ∩W の基底 v1, . . . ,vm の線形結合で表される (di ∈ R):

−
t∑

i=1

ciwi =
m∑
i=1

divi

• v1, . . . ,vm,w1, . . . ,wt は W の基底で線形独立なので

ci = 0 (i = 1, 2, . . . , t), di = 0 (i = 1, 2, . . . ,m). (3)

• 式 (3) を式 (2) に代入すると, 同様の議論で
ai = 0 (i = 1, 2, . . . ,m), bi = 0 (i = 1, 2, . . . , s) を得て, 式 (1) が示される.
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和の次元

先の議論 部分集合の和の基底は, 元の部分空間の基底の和集合  和の次元がわかる

定義 (部分空間の次元)

部分空間 U ⊆ V の基底が n 個のベクトルから構成されるとき,
U の次元 (dimension) は n であるといい, dimU = n と表す.

注意 基底の個数はその取り方によらず不変である (教科書 p.15 参照)

定理 (和の次元)

部分空間 U,W ⊆ V に対して, 次が成り立つ:

dim(U +W ) = dimU + dimW − dim(U ∩W ).

集合の要素の個数のような関係が部分空間の次元でも成り立っている
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独立と直和
定義 (独立と直和)

• 部分空間 U,W ⊆ V に対して, U ∩W = {0} のとき (共通部分がゼロベクトルのみ),
U と W は独立 (independent) であるという.

• 独立な部分空間 U,W ⊆ V に対して, その和を直和 (direct sum) といい,
U ⊕W と表す.

• U ∩W = {0} のとき, dim(U ∩W ) = 0.

• したがって, 和の次元に関する定理から部分空間 U,W が独立のとき次が成り立つ:

dim(U ⊕W ) = dimU + dimW.

• U の基底 : u1,u2, . . . ,uk, W の基底 : w1,w2, . . . ,wr とすると
u1,u2, . . . ,uk,w1,w2, . . . ,wr は線形独立であり, U ⊕W の基底である.
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独立な場合とそうでない場合の概念図

U

W

U と W は独立
(原点のみで交わる)

W

U

U と W は独立でない
(原点以外でも交わる)
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直和における表現の一意性
定理 (表現の一意性)

部分空間 U,W ⊆ V が独立のとき, 任意の z ∈ U ⊕W に対して,

z = u+w (u ∈ U,w ∈ W ) (4)

の表現は一意である.

証明 背理法で示す.

• u′ ∈ U,w′ ∈ W を用いて z = u′ +w′ とも表せると仮定 (ただし u′ 6= u).

• 式 (4) から両辺をそれぞれ引いて

u− u′ = −(w −w′).

• 右辺は W の元なので, (0 6=) u− u′ ∈ U ∩W だが, これは U,W の独立性に矛盾.

• よって u = u′ であり, z の表現は一意である.
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補空間
定義 (補空間)

線形空間 V 上の独立した部分空間 U,W ⊆ V に対して,

V = U ⊕W

が成り立つとき, U を W の補空間 (complementary space) という.

例 R2 の部分空間として W =

〈1

0

〉
とする.

• U1, U2 をそれぞれ次のように定める:

U1 =

〈0

1

〉
, U2 =

〈1

1

〉
.

• U1, U2 はどちらも W と独立で, R2 = U1 ⊕W = U2 ⊕W .

• よって U1, U2 はともに W の補空間.  補空間は複数取れる
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直交補空間

内積空間では特別な補空間が定まる.

定義 (直交補空間)

内積空間 V の部分空間 W ⊆ V に対して,

W⊥ := {v ∈ V | ∀w ∈ W, (v ·w) = 0}

と定義される集合を W の直交補空間 (orthogonal complement) という.

• W⊥ は W 上の任意のベクトルと直交するベクトル全体の集合.

• 直交補空間 W⊥ は部分空間である (各自で確認せよ).

注意 直交補空間 W⊥ が W の補空間であるかは定義からすぐには分からない
 以降の定理で, 直交補空間は補空間であることが示される.
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例 U1 = 〈a〉 とする. U1 の直交補空間は W = {v | (v · a) = 0} である.

a

W

U1

U2

b

• U2 = 〈a, b〉 に対して，W は U2 の直交補空間ではない．
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直交補空間は補空間
定理 (直交補空間は補空間)

内積空間 V の部分空間 W ⊆ V に対して, 以下が成り立つ:

W ∩W⊥ = {0}, V = W +W⊥

ポイント

• 1 つ目の等式は, W と W⊥ が独立であることを意味する.

• 1 つ目と 2 つ目の等式から, W⊥ は W の補空間であることがわかる.

 V = W ⊕W⊥ と書ける (V の直和分解という).
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W ∩W⊥ = {0} の証明

• W,W⊥ はどちらも部分空間なので，{0} ⊆ W ∩W⊥ は明らか．
以降では W ∩W⊥ ⊆ {0} を示す．

• x ∈ W ∩W⊥ を任意にとる．

• このとき，x ∈ W かつ x ∈ W⊥ であるので，

(x · x) = 0.

• よって内積の定義から x = 0 であり，W ∩W⊥ ⊆ {0}.

集合の復習

• 2 つの集合 A,B に対し，A = B
def⇐⇒ A ⊆ B かつ B ⊆ A.
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V = W +W⊥ の証明

• V ⊇ W +W⊥ は明らか．以降では V ⊆ W +W⊥ を示す．

• w1,w2, . . . ,wk ∈ W を W の正規直交基底とする．

• v ∈ V を任意にとり，v の W への射影を x ∈ W とすると，x は

x =
k∑

j=1

(v ·wj)wj .

と書ける (∵正規直交基底を用いた射影)．

• y := v − x とおく. このとき wi (i = 1, 2, . . . , k) に対して

(y ·wi) = ((v − x) ·wi)

= (v ·wi)− (x ·wi)

= (v ·wi)−
k∑

j=1

(v ·wj)(wj ·wi) = (v ·wi)− (v ·wi) = 0.

• よって y ∈ W⊥ であり, v = x+y ∈ W +W⊥．したがって V ⊆ W +W⊥ である．
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定理 (実ベクトル空間 Rn 上での直和分解)

Rn の部分空間 W ⊆ Rn の直交補空間を U とする. v ∈ Rn の W,U それぞれへの射影を
x ∈ W,y ∈ U とすると次が成り立つ:

v = x+ y.

証明 W の正規直交基底: w1,w2, . . . ,wk, U の正規直交基底: u1,u2, . . . ,un−k として,

A := (w1,w2, . . . ,wk), B := (u1,u2, · · · ,un−k).

• 行列 A,B を用いて v の W,U それぞれへの射影 x,y は, 次のように書ける:

x = AATv, y = BBTv.

• w1, . . . ,wk,u1, . . . ,un−k は Rn の正規直交基底であるので, A と B を横に並べて

P := (A,B) = (w1,w2, . . . ,wk,u1,u2, · · · ,un−k)

と定義される行列 P は直交行列である．
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• 直交行列の性質から

I = PP T =
(
A,B

)AT

BT

 = AAT +BBT .

• よって

x+ y = (AAT +BBT )v = v

となり，証明が完了する．
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まとめ
講義の振り返り
• 部分空間の和の定義とその性質

• 独立と直和の定義

• 直交補空間と直和分解

自宅での復習
• 部分空間の定義，次元の定義を復習する．

• 和の基底の構成方法を確認する．

• 直交補空間の性質に関する証明の流れを確認する．
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